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TÓM TẮT 
Trong bài báo này các tác giả giới thiệu mô hình toán xây dựng được đủ tổng quát hai chiều 
ngang mô tả xâm nhập mặn vào nước ngầm ở vùng ven biển đúng cho trường hợp dòng 
nước ngầm có áp cũng như không áp. 
Thuật toán và chương trình tính mô hình theo phương pháp phần tử hữu hạn dạng yếu 
Galerkin được thiết lập để dự báo vị trí, hình dạng mặt phân cách giữa nước nhạt và nước 
mặn trong các điều kiện khai thác nguồn nước nhạt khác nhau. 
Kết quả tính toán trên được so sánh kiểm chứng với các phương pháp tính toán giải tích 
trong các trường hợp đơn giản. 
ABSTRACT 
In this paper, the authors present a general mathematical model of two dimensional horizontal 
flow of seawater intrusion into coastal confined and unconfined aquifers. Algorithms and 
program of this model are formulated by weak Galerkin finite element method for prediction of 
the transient effect of pumping well on seawater instrusion into coastal confined and 
unconfined aquifers. The validity of the model is tested by using the analytical solutions. 

  
 
 1. Më ®Çu 

 Vïng ven bê biÓn, nguån n−íc nh¹t ch¶y ra biÓn, h×nh thμnh vïng chuyÓn tiÕp gi÷a 
n−íc nh¹t vμ n−íc mÆn. Trong vïng nμy mËt ®é cña n−íc hçn hîp biÕn ®æi tõ n−íc nh¹t ®Õn 
n−íc mÆn. Tuy nhiªn d−íi nh÷ng ®iÒu kiÖn nhÊt ®Þnh, chiÒu réng cña vïng nμy lμ nhá so víi 
chiÒu dμy cña tÇng chøa n−íc; v× vËy vïng chuyÓn tiÕp tõ n−íc nh¹t ®Õn n−íc mÆn cã thÓ xem 
lμ mét mÆt ph©n c¸ch. Khi nhu cÇu khai th¸c n−íc ngÇm t¨ng lªn lμm gi¶m l−îng n−íc nh¹t 
®æ vÒ biÓn, mÆt ph©n c¸ch sÏ di chuyÓn vμo phÝa trong ®Êt liÒn. HiÖn t−îng nμy ®−îc gäi lμ sù 
x©m nhËp cña n−íc biÓn. Tæng qu¸t, h×nh d¹ng vμ vÞ trÝ cña mÆt ph©n c¸ch nÇy thay ®æi theo 
thêi gian vμ th−êng x¶y ra trong kh«ng gian ba chiÒu. H×nh d¹ng vμ vÞ trÝ mÆt ph©n c¸ch nÇy 
cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc ®Çy ®ñ b»ng m« h×nh to¸n ba chiÒu [3]; tuy nhiªn viÖc gi¶i m« h×nh to¸n 
ba chiÒu ë ®©y ®Õn nay vÉn cßn rÊt nhiÒu khã kh¨n vÒ mÆt to¸n häc. Do ®ã ®Ó nhËn ®−îc lêi 
gi¶i sè cã thÓ ®¸p øng ®−îc yªu cÇu cña thùc tÕ s¶n xuÊt, ng−êi ta th−êng trung b×nh ho¸ 
ph−¬ng tr×nh ba chiÒu ®Ó cã ®−îc ph−¬ng tr×nh hai chiÒu ®¬n gi¶n h¬n.  

 Khi vïng khai th¸c cã h×nh d¹ng tuú ý vμ cã bè trÝ nhiÒu giÕng b¬m ë c¸c vÞ trÝ kh¸c 
nhau, ng−êi ta cÇn ph¶i sö dông ph−¬ng tr×nh hai chiÒu ngang (trung b×nh theo ph−¬ng ®øng) 
®Ó x¸c ®Þnh h×nh d¹ng vμ vÞ trÝ mÆt ph©n c¸ch gi÷a n−íc nh¹t vμ n−íc mÆn.  

  Trong bμi b¸o nμy, c¸c t¸c gi¶ giíi thiÖu m« h×nh to¸n x©y dùng ®−îc ®ñ tæng qu¸t hai 
chiÒu ngang m« t¶ mÆt ph©n c¸ch ®óng cho tr−êng hîp dßng n−íc ngÇm cã ¸p còng nh− 
kh«ng ¸p. 
 ThuËt to¸n vμ ch−¬ng tr×nh tÝnh m« h×nh ®−îc thiÕt lËp theo ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u 
h¹n d¹ng yÕu Galerkin ®Ó dù b¸o vÞ trÝ, h×nh d¹ng mÆt ph©n c¸ch gi÷a n−íc nh¹t vμ n−íc mÆn 
trong c¸c ®iÒu kiÖn khai th¸c nguån n−íc nh¹t kh¸c nhau. 



 2. HÖ ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n tæng qu¸t chØ ®¹o dßng ch¶y hai chiÒu ngang 
 HÖ ph−¬ng tr×nh chØ ®¹o dßng ch¶y x©m nhËp mÆn cña n−íc ngÇm vïng ven biÓn hai 
chiÒu ngang kh«ng ¸p [3] nh− sau: 

 

 -∇.(αT ∇f) + ∇.(αTa∇h) = If + Is+ q'f+ q's       (1) 
  S∂h/∂t -∇.(αTa )∇h + ∇.(αTa ∇f) = -Is- q's      (2) 
Trong ®ã: 

 f = hf/α ; T = K(H1+hf) ; Ta = T(H1 - h)/(H1+ hf) 
 

 HÖ ph−¬ng tr×nh chØ ®¹o dßng ch¶y x©m nhËp mÆn cña n−íc ngÇm vïng ven biÓn hai 
chiÒu ngang cã ¸p [3] ®−îc cho nh− sau: 

 -∇.(αT ∇f) + ∇.(αTa∇h) = If + Is+ q'f+ q's       (3) 
  S∂h/∂t -∇.(αTa )∇h + ∇.(αTa ∇f) = -Is- q's      (4) 
 víi: f = φf/α ; T = K(H1 - H2); Ta = T(H1 - h)/(H1- H2) 
ë ®©y T ®−îc gäi lμ hÖ sè dÉn truyÒn cña tÇng thÊm; ®èi víi tÇng thÊm kh«ng ®¼ng h−íng ta cã 
T = (Tx,Ty) 
 Tõ c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh (1), (2) vμ (3), (4) ë trªn ®· thiÕt lËp riªng lÎ cho dßng ch¶y 
x©m nhËp mÆn hai chiÒu ngang kh«ng ¸p vμ cã ¸p; chóng t«i viÕt l¹i hÖ ph−¬ng tr×nh nÇy ë 
d¹ng tæng qu¸t ®óng cho c¶ dßng ch¶y kh«ng ¸p lÉn cã ¸p nh− sau: 
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 + §èi víi tr−êng hîp kh«ng ¸p β = 0  

+ §èi víi tr−êng hîp cã ¸p β = 1 

Trong ®ã: 

 ρf - mËt ®é cña n−íc nh¹t; ρs- mËt ®é cña n−íc mÆn  

 S0- ®é trö n−íc riªng ; t- thêi gian quan s¸t 

 hf- chiÒu cao mùc n−íc ngÇm so víi mùc chuÈn 

  φf,φs- cét n−íc thuû lùc cña vïng n−íc nh¹t, n−íc mÆn t−¬ng øng 

 If, Is- l−îng n−íc cung cÊp cho n−íc nh¹t, n−íc mÆn trong tÇng thÊm n−íc 

 q'f, q's- c¸c ®iÓm nguån hoÆc ®iÓm tô trong vïng n−íc nh¹t vμ n−íc mÆn  

 Kx, Ky- hÖ sè thÊm theo ph−¬ng x, y 
 



 
HÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n ë trªn bao gåm c¸c ph−¬ng tr×nh (5) vμ (6) lμ nh÷ng ph−¬ng 

tr×nh vi ph©n ®¹o hμm riªng phi tuyÕn, viÖc gi¶i t×m nghiÖm chÝnh x¸c cña hÖ ph−¬ng tr×nh rÊt 
khã thùc hiÖn. 
 
 3. Ph−¬ng ph¸p gi¶i sè 

 §Ó gi¶i gÇn ®óng c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh trªn chóng t«i sö dông ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u 
h¹n Galerkin ®−îc thiÕt lËp ë d¹ng chuÈn, víi phÇn tö tam gi¸c vμ gi¶ sö r»ng t¹i mçi phÇn tö 
c¸c gi¸ trÞ cña hÖ sè thÊm theo c¸c ph−¬ng x, y lμ kh«ng thay ®æi ta cã c¸c ph−¬ng tr×nh thiÕt 
lËp cho mét phÇn tö nh− sau: 

)7()( dAPLN m
A

i∫
  
Trong ®ã: 
 Ni

(e) - trong ®ã i =1,2,3 lμ hμm d¹ng cña phÇn tö tam gi¸c (ë ®©y chän bËc nhÊt) 
 L(P) víi m =1,2 lμ c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n (5) hoÆc (6), thiÕt lËp cho mçi phÇn tö.  m 

 A - diÖn tÝch phÇn tö 
 

Gi¸ trÞ cña h ®−îc xÊp xØ theo c«ng thøc: 
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Trong ®ã: 

 h (e) - gi¸ trÞ gÇn ®óng cña chiÒu s©u mÆt ph©n c¸ch t¹i mét ®iÓm trong phÇn tö  

 n - sè nót cña phÇn tö; hi - chiÒu s©u mÆt ph©n c¸ch t¹i c¸c nót cña phÇn tö  
 

 

Sau khi thùc hiÖn c¸c phÐp biÕn ®æi to¸n häc, ta nhËn ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh 
sau:  
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Víi:  
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Trong ®ã: 

 So(e) - ®é trö n−íc cña phÇn tö tam gi¸c  
  ai, bi, ci - c¸c hÖ sè cña hμm d¹ng Ni  
 

 
 S¬ ®å tÝnh: 

 

MiÒn tÝnh to¸n lμ mét h×nh ch÷ nhËt n»m ngang, ®−îc giíi h¹n bëi chiÒu dμi (L) th¼ng 
gãc víi bê biÓn, chiÒu réng song song vμ trïng víi bê biÓn. KÝch th−íc cña miÒn tÝnh to¸n phô 
thuéc vμo s¬ ®å bè trÝ giÕng b¬m vμ chiÒu dμi mòi nªm mÆn ban ®Çu (L0). S¬ ®å tÝnh ®−îc thÓ 
hiÖn nh− ë H×nh 2: 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

H×nh 2- S¬ ®å l−íi víi phÇn tö tam gi¸c 
 
 
 §iÒu kiÖn ban ®Çu vμ ®iÒu kiÖn biªn:  

 

- §iÒu kiÖn ban ®Çu: 

Bê 
biÓn 

y 

x 

Q1 

Q2 

qn1 

qn2 

A B 

C D 



T¹i thêi ®iÓm ban ®Çu t = 0 chiÒu s©u (h) cña mÆt ph©n ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 
cña Ghyben-Herzberg:  

 f
fs

f hh
ρ−ρ

ρ
−=         (11) 

- §iÒu kiÖn biªn: 
- Biªn AB: qn1 = 0 hoÆc b»ng mét gi¸ trÞ cho tr−íc. 
- Biªn CD: qn2 = 0 hoÆc b»ng mét gi¸ trÞ cho tr−íc. 
- Biªn AC: h = 0 hoÆc b»ng mét gi¸ trÞ cho tr−íc t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu  

- Biªn BD: 0=
∂
∂
y
f

  

 
HÖ ph−¬ng tr×nh (9) vμ (10) ®−îc gi¶i theo ph−¬ng ph¸p gradient liªn hîp; b−íc mét 

ph−¬ng tr×nh (9) ®−îc gi¶i lÆp ®Ó t×m c¸c gi¸ trÞ f i, sau ®ã thÕ c¸c gi¸ trÞ fi vμo ph−¬ng tr×nh 
(10) vμ gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh nÇy ta sÏ t×m ®−îc c¸c gi¸ trÞ hi t¹i c¸c nót l−íi cña miÒn tÝnh 
to¸n. 

 Qu¸ tr×nh gi¶i ®−îc lÆp l¹i cho c¸c b−íc thêi gian tiÕp theo, víi xö dông ®iÒu kiÖn ban 
®Çu lμ c¸c gi¸ trÞ hi ®· tÝnh ®−îc ë b−íc thêi gian tr−íc. 
 
 4. KiÓm tra m« h×nh 

 4.1. Sè liÖu tÝnh to¸n 

  Khu vùc tÝnh to¸n lμ Hoμ Kh¸nh, thμnh phè §μ N½ng, khi cã ba giÕng b¬m khai th¸c 
ho¹t ®éng theo s¬ ®å kh«ng ¸p H×nh 1(a) víi c¸c sè liÖu sau: 

 HÖ sè thÊm K= 8.1 m/ngμy; l−îng n−íc ngÊm ®Òu I = 0 m/ngμy; ®é tr÷ n−íc riªng So 
= 0.6; chiÒu s©u cña tÇng kh«ng thÊm Ht = 25 m; l−u l−îng c¸c giÕng b¬m t¹i c¸c ®iÓm cã to¹ 
®é (x,y): Q1(x1,y1)=Q1(1000,0)=120m3/ngμy, Q2(x2,y2)=Q2(1000,100)= 60m3/ngμy, Q3(x3,y3) 
= Q3(1000,-100) = 60 m3/ngμy; biªn bªn tr¸i ( x=0) h= 0 m; biªn trªn vμ d−íi qn = 0. 

Do vïng kh¶o s¸t cã tÝnh ®èi xøng qua trôc ox, nªn miÒn tÝnh to¸n ®−îc chän lμ mét 
nöa h×nh ch÷ nhËt n»m ngang cã c¹nh oy trïng víi bê biÓn réng 400m, chiÒu dμi th¼ng gãc 
víi bê biÓn dμi 1100m, miÒn tÝnh to¸n ®−îc chia thμnh 44 phÇn tö h×nh tø gi¸c, 60 nót, b−íc 
l−íi (Δx,Δy) = (100m,100m).  

 4.2. KÕt qu¶ tÝnh to¸n 

KÕt qu¶ tÝnh to¸n vÞ trÝ vμ h×nh d¹ng mÆt ph©n c¸ch theo thêi gian trong mÆt ph¼ng 
th¼ng ®øng th¼ng gãc víi bê biÓn ®i ngang qua trôc ox nh− sau:  

  
B¶ng 1- VÞ trÝ vμ chiÒu s©u mÆt ph©n c¸ch (h) theo thêi gian (t) 

 

X 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 

H ban ®Çu 0 -16.00 -22.80 -25 -25 -25 -25 -25 -25 -25 -25 -25 

H(t=8000) 0 -8.91 -14.78 -20.17 -23.95 -24.95 -24.99 -25 -25 -25 -25 -25 

H(t=14000) 0 -7.54 -12.36 -16.78 -20.96 -24.1 -24.95 -24.99 -25 -25 -25 -25 

H(t=20000) 0 -6.76 -10.96 -14.83 -18.56 -22.05 -24.34 -24.95 -24.99 -25 -25 -25 
 
Trªn c¬ së sè liÖu ë B¶ng 1 vÞ trÝ vμ chiÒu s©u mÆt ph©n c¸ch (h) theo thêi gian (t) ®−îc 

biÓu diÔn qua ®å thÞ H×nh 3. Qua sè liÖu trªn cho thÊy t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu ( t=0) mòi nªm 
mÆn n»m ë vÞ trÝ c¸ch bê biÓn 250 m, c¸ch giÕng khai th¸c 750 m, sau mét kho¶ng thêi gian 



khai th¸c t = 20.000 ngμy =54,79 n¨m th× mòi nªm mÆn sÏ dÞch chuyÓn ®Õn vÞ trÝ c¸ch bê biÓn 
kho¶ng 701,50 m, c¸ch giÕng khai th¸c kho¶ng 298,50 m. 
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H×nh 3- VÞ trÝ vμ chiÒu s©u mÆt ph©n c¸ch (h) theo thêi gian (t) 

 

Qua kÕt qu¶ tÝnh to¸n theo ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n (PTHH) ë ®©y so víi c¸c 
c«ng thøc th−êng dïng hiÖn nay nh− c«ng thøc Theis, c«ng thøc Strack ta cã kÕt qu¶ cña vÞ trÝ 
nªm mÆn theo tõng ph−¬ng ph¸p ®−îc cho ë B¶ng 2: 
 

B¶ng 2- KÕt qu¶ tÝnh to¸n vÞ trÝ nªm mÆn theo c¸c ph−¬ng ph¸p 
 

X PTHH Theis Strack 
Kho¶ng c¸ch tõ bê biÓn ®Õn vÞ trÝ nªm mÆn xa nhÊt (m) 701,50 701,46 701,60 

 
Víi kÕt qu¶ trªn cho thÊy sù chªnh lÖch gi÷a c¸c ph−¬ng ph¸p tÝnh lμ kh«ng ®¸ng kÓ 

vμ lêi gi¶i theo ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n thÓ hiÖn ®−îc h×nh d¹ng, vÞ trÝ cña mÆt ph©n 
c¸ch theo tõng thêi ®iÓm tÝnh to¸n, víi cÊu t¹o ®Þa chÊt bÊt kú. 
 
 5. KÕt luËn 

M« h×nh to¸n x©m nhËp mÆn cña n−íc ngÇm ven biÓn hai chiÒu thiÕt lËp ®−îc ë ®©y lμ 
tæng qu¸t ®óng cho dßng ch¶y cã ¸p lÉn kh«ng ¸p. ThuËt to¸n vμ ch−¬ng tr×nh tÝnh cã thÓ tÝnh 
cho c¸c tr−êng hîp vïng khai th¸c n−íc ngÇm ven biÓn cã ¸p, kh«ng ¸p víi c¸c giÕng b¬m bè 
trÝ bÊt kú cña bμi to¸n x©m nhËp mÆn ë vïng ven biÓn rÊt thuËn tiÖn cho viÖc x¸c ®Þnh vÞ trÝ, 
h×nh d¹ng mÆt ph©n c¸ch gi÷a hai vïng n−íc nh¹t vμ n−íc mÆn t¹i c¸c thêi ®iÓm, t−¬ng øng 
víi mét l−u l−îng khai th¸c nhÊt ®Þnh. §iÒu nμy rÊt cã ý nghÜa ®èi víi viÖc qui ho¹ch, bè trÝ 
c¸c giÕng b¬m, dù b¸o sù x©m nhËp mÆn vμ qu¶n lý viÖc khai th¸c n−íc ngÇm ven biÓn phôc 
vô cho nhu cÇu ph¸t triÓn Kinh tÕ - x· héi. 
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	 Vïng ven bê biÓn, nguån níc nh¹t ch¶y ra biÓn, h×nh thµnh vïng chuyÓn tiÕp gi÷a níc nh¹t vµ níc mÆn. Trong vïng nµy mËt ®é cña níc hçn hîp biÕn ®æi tõ níc nh¹t ®Õn níc mÆn. Tuy nhiªn díi nh÷ng ®iÒu kiÖn nhÊt ®Þnh, chiÒu réng cña vïng nµy lµ nhá so víi chiÒu dµy cña tÇng chøa níc; v× vËy vïng chuyÓn tiÕp tõ níc nh¹t ®Õn níc mÆn cã thÓ xem lµ mét mÆt ph©n c¸ch. Khi nhu cÇu khai th¸c níc ngÇm t¨ng lªn lµm gi¶m lîng níc nh¹t ®æ vÒ biÓn, mÆt ph©n c¸ch sÏ di chuyÓn vµo phÝa trong ®Êt liÒn. HiÖn tîng nµy ®îc gäi lµ sù x©m nhËp cña níc biÓn. Tæng qu¸t, h×nh d¹ng vµ vÞ trÝ cña mÆt ph©n c¸ch nÇy thay ®æi theo thêi gian vµ thêng x¶y ra trong kh«ng gian ba chiÒu. H×nh d¹ng vµ vÞ trÝ mÆt ph©n c¸ch nÇy cã thÓ x¸c ®Þnh ®îc ®Çy ®ñ b»ng m« h×nh to¸n ba chiÒu [3]; tuy nhiªn viÖc gi¶i m« h×nh to¸n ba chiÒu ë ®©y ®Õn nay vÉn cßn rÊt nhiÒu khã kh¨n vÒ mÆt to¸n häc. Do ®ã ®Ó nhËn ®îc lêi gi¶i sè cã thÓ ®¸p øng ®îc yªu cÇu cña thùc tÕ s¶n xuÊt, ngêi ta thêng trung b×nh ho¸ ph¬ng tr×nh ba chiÒu ®Ó cã ®îc ph¬ng tr×nh hai chiÒu ®¬n gi¶n h¬n. 
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